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NOTES SUR LA PROPRIETE DE NAMIOKA

AHMED BOUZIAD

ABSTRACT. We show that the class of co-Namioka compacts is stable under the
arbitrary product if and only if it is stable under the finished product. We also
prove that if X is a Valdivia compact space, then for every co-Namioka com-
pact Y the product X x Y is co-Namioka. Several examples of co-Namioka
compacts are given.

0. INTRODUCTION ET PRELIMINAIRES

Soit X un espace compact, Z un espace métrique et B un espace de Baire.
On dit que le triplet (B, X, Z) possede la propriété .# (B, X, Z) si pour
toute application séparément continue f: B x X — Z , il existe un résiduel A
de B tel que f soit continue en tout point de 4 x X . Nous dirons que X est
co-Namioka, ou encore que X possede la propriété .#* siona A4 (B, X, Z)
pour tout espace de Baire B et pour tout espace métrique Z . Divers au-
teurs se sont intéressés a cette classe de compacts (cf. la bibliographie qui figure
dans [M-N]). La plupart des résultats obtenus dans ce domaine I’ont été en
utilisant notamment des propriétés géométriques de ’espace de Banach C(X)
(= C(X, R)). Dans la définition originale d’un compact co-Namioka [Deb], Z
est d’ailleurs remplacé par R. En fait, il résulte de la Proposition 3.1 ci-dessous
que ces deux définitions sont équivalentes.!

Notre principale préoccupation dans cette note est la stabilité de la classe des
compacts co-Namioka pour certaines opérations, en particulier la stabilité pour
le produit. Si X et Y sont deux compacts co-Namioka, il n’est pas clair que
le produit X x Y le soit aussi. Dans §2, on établit que c’est le cas si X est un
compact de Valdivia (en fait, il suffit que X soit J(A)- a-favorable). On établit
aussi que si (X;);e; est une famille de compacts telle que pour tout J C I fini,
le produit [[;., X; est co-Namioka, alors le produit [],.; X; est co-Namioka.

Dans §1, on retrouve des résultats de [Dev], en utilisant les jeux topologiques;
en particulier, on montre en utilisant cette technique que pour tout ordinal x,
le compact [0, u] est co-Namioka.

Soit X un espace topologique compact, A la diagonale de X x X, et H
une partie de X x X contenant A. Considérons le jeu J(H) a deux person-
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nes a et B défini de la facon suivante: une partie de ce jeu est une suite
(Wny Dy, (X, ¥n)), ou W, est un voisinage de H dans X x X, D, est une
partiede X x X dense dans W), et (x,, y,) est un élément de W,ND, . Le jeu
se déroule de la fagon suivante: c’est o qui commence en jouant un voisinage
Wy de H et une partie Dy dense dans W, ; ensuite S joue (xg, o) € WoNDy.
Au (n+ 1)-éme coup a joue W, et D,, puis B joue (x,,yn) € WynND,. Le
joueur o gagne la partie (W,, Dy, (xn, yn)) si pour tout ouvert W de X x X
contenant H , il existe un entier n tel que (x,,y,) € W. Si a admet une
stratégie gagnante pour ce jeu, on dit que ’espace X est J(H)- a-favorable.

Une variante de ce jeu a été introduite par G. Gruenhage dans [Gr]. Les
compacts de Corson, et plus généralement les compacts de Valdivia, sont J(A)-
a-favorables (voir ci-dessous).

Dans cette note, la lettre B désignera toujours un espace de Baire et la lettre
Z un espace métrique ayant pour distance 4. Dans la suite nous utiliserons le
fait qu’un espace est de Baire si et seulement s’il est f-défavorable pour le jeu
de Choquet. Pour une démonstration de cette équivalence, ainsi que pour la
définition du jeu de Choquet, voir [S]. w désigne I’ensemble des entiers positifs
on nuls. R et [0, 1] sont, sauf mention du contraire, munis de la topologie
usuelle.

1. EXEMPLES DE COMPACTS CO-NAMIOKA ET UNE PROPRIETE
DES COMPACTS DE CORSON

Dans cette section, nous établissons un résultat qui permet d’obtenir de nou-
veaux compacts co-Namioka (Théoreme 1.1). Nous montrons aussi en Propo-
sition 1.5 que les compacts de Corson (et méme ceux d’une classe plus générale
introduite ci-dessous) vérifient une propriété de “Namioka forte”. Un com-
pact co-Namioka quelconque ne posséde pas toujours cette propriété. Enfin, en
utilisant les jeux topologiques, nous donnons une démonstration nouvelle du
résultat de Deville cité ci-dessus.

Théoreme 1.1. Soit X un espace compact. Supposons qu’il existe un fermé H
de X x X contenant A pour lequel X est J(H)-a-favorable, et tel que si on pose
D = H\A, le compactifié d’Alexandroff de l’'ouvert D (dans H) soit un espace
co-Namioka. Alors X est un espace co-Namioka.

Preuve. Soit B un espace de Baire, (Z, d) un espace métriqueet f: Bx X —
Z une application séparément continue. Soit ¢ > 0 et soit O un ouvert non
vide de B, il s’agit de trouver b € O tel que pour tout x € X loscillation de
f en (b, x) soit inférieure a 2¢.

Soit Y = DU{oo} le compactifié d’Alexandroff de D et soit ¢: OxY — R,
I’application séparément continue définie par ¢(b, co) =0 et ¢(b, (x,y)) =
d(f(b, x), f(b,y)), pour tout b € O et pour tout (x,y) € D. Notons que
pour tout » € O lapplication continue ¢(b, :) est nulle a 'infini sur ’espace
localement compact D. Soit U, C O un ouvert tel que pour tous b, b’ € U,
et pour tout (x, y) € D, on ait

ld(f(b, x), f(b,y)—d(f(b', x), f(b',y))] <e/6.

Fixons a € U,, et pour tout b € U, posons

Wy ={(x,y) € X x X/|d(f(b, x), f(b,y))—d(f(a, x), f(a,y))| <&/3}.
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On aAUD c W, pour tout b € U,. D’autre part, il existe un ouvert non
vide U C U, et un ouvert W contenant H tels que I'on ait W C W, pour
tout b € U. Pour établir ce fait, on va supposer le contraire et aboutir & une
absurdité. Fixons une stratégie ¢ = (g, , g,) gagnante pour o dans le jeu J(H)
(ot g; donne les voisinages de H et 0, donne les parties denses). Dans le jeu
de Choquet sur I’espace de Baire U, on construit une stratégie 7 pour le joueur
B en procédant comme suit: on fixe by € U, et (xp, yo) € 61(2) Na2(2) tels

que
Id(f(b(), x0)9 f(bO, yO)) - d(f(aa XO) > f(a’ yO))l > 8/3
et on pose

7(2) = {b € U./|d(f(bo, x0), f(bo, y0)) —d(f(b, x0), f(b, yo))| < &/6}.
Au coup n, quand a joue V,_;, B choisit b, € V,_; et

(Xn, yn) € 01((x0, ¥0)5 -+ » (Xn=15 Yn=1)) N G2((X0, ¥0)» - -+ s (Xn—15 Yn-1))
tels que ’on ait

|d(f(bn s Xn), f(bn, yn)) —d(f(a, xn), f(a, yn))| > /3,

et joue I’ouvert non vide

T(I/Oy LRI Vn—l)
={b e Va1/ld(f(bns xn), f(bn, yn)) —d(f(b, xn), (b, yn))| < &/6}.
Comme U; est un espace de Baire (donc f-défavorable pour le jeu de Choquet
[S]), il existe un jeu (¥;) gagnant pour a contre cette stratégie. Soit b € NV}, .

Comme la stratégie o est gagnante pour o dans le jeu J(H) et b € U, il
existe n € w tel que

ld(f(b, xn), f(b,yn))—d(f(a, xn), f(a,yn))| <e/6.
Pour un tel entier on obtient
| d(f(bn, Xn), f(bn, yn)) —d(f(a, xn), f(a, yn))l
<|d(f(bn, xn), f(bn, yn)) —d(f(b, xn), f(b (b, ya))l
+1d(f(b, xn), f(b, yn)) —d(f(a, xn), f(a, yn))l
<e/6+¢e/6=¢/3,

ce qui est contradictoire.

Soit donc U C U, un ouvert non vide et W un ouvert contenant H tels que
W C W, pourtout b e U. Soit b€ U et x € X ; vérifions que I'oscillation de
f en (b, x) est inférieure 2 2¢. Soit

Mi={yeX/(x,y)e Wetd(f(a, x), fla,y)) <e&/3}
et

Va={b'eU/d(f(b, x), f(b', x)) <&/3}.
Pour tout (', y)e VaxV; ona
d(f(b, x), f(b',y)) <d(f(b', y), f(b', x)) +d(f(b, x),
<l|d(f(a, x), fla,y))-d(f(¥, x),
+d(f(a, ),f(a,y))+8/3

<e. O

(o'

f
f
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Rappelons qu’un compact est dit de Valdivia s’il est homéomorphe a un
sous-espace X d’un cube [0, 1]/ tel que X NX(I) soit dense dans X, oi

(1) = {x € [0, 1)/{i € I/x(i) # 0} est dénombrable} .

Un tel compact X est J(A)-a-favorable. En effet, une stratégie o = (0y, 03)
gagnante pour o dans le jeu J(A) est donnée par 0,(2) = X x X et 03(2) =
X(I)NnX;au (n+1)-eme coup a répond au coup ((xo, ¥o), ..., (Xn, ¥n)) de
B en jouant

G1(X0s 30) - » (X Yi)) = {(x, y) € X x X/|x(i) ~y(D)| < & Vi J,,}

et
02((x09y0)a EERN (xn,yn))=z(1)nX,

ou J, est I’ensemble des n premiers éléments de ’ensemble dénombrable
Uo<i<n{i € I/x,(i) # yx(i)} que o aura préalablement arrangé en suite.

Comme conséquence du Théoréme 1.1 on retrouve le résultat principal de
[Bol] et en particulier que les compacts de Valdivia sont co-Namioka. Ce
dernier résultat est obtenu dans [Dev-Go] comme conséquence d’un résultat
de renormage.

Corollaire 1.2. Tout compact 3(A)- a-favorable (en particulier, tout compact de
Valdivia) est co-Namioka.

Le point de départ de ce travail a été le résultat suivant:

Corollaire 1.3. Soit X un compact. Supposons qu’il existe une suite de voisinages
fermés (W,) de la diagonale de X x X telle que si l’'on pose AUD =N\W,, le
compactifié d’Alexandroff de l'ouvert D (dans AUD) soit un espace co-Namioka.
Alors, X est co-Namioka.

Preuve. On pose H = (W, et on suppose que la suite (W),) est décroissante.
Une stratégie gagnante pour o dans le jeu J(H) consiste a jouer les W, pour
voisinages de H et pour parties denses. O

Comme application du Théoréme 1.1 (ou plus précisément de son Corollaire
1.3), on voit que le compact donné par I'intervalle éclaté est co-Namioka [Dev].
En effet, si pour tout n € @ on pose W, = {((x,¢€), (y,9))/|x —y| < 1/n},
alors W, =AUD, ol

D={((x,¢),(x,0d))/e,6€{0,1},e#d,x€]0, 1]}.

D étant un sous-espace discret de A U D, son compactifié d’Alexandroff est
un compact d’Eberlein, donc co-Namioka. De la méme maniére on peut voir
que pour tout entier n > 1, le compact ordonné (pour I’ordre lexicographique)
[0, 11x {1, ..., n} est co-Namioka.

Une autre application est que Y = [0, 1] x [0, 1] muni de I’ordre lexi-
cographique est un compact co-Namioka. En effect, si pour tout » € w on
considere le voisinage W, = {((x,y), (x',»")/Ix — x'| < 1/n} de la di-
agonale de Y x Y, ona (W, = AyUD. D est homéomorphe 2 X =
[0, 1] x ([0, 1] x [0, 1]\A), ou [0, 1] discret et ou [0, 1] x [0, 1]\A est muni
de la topologie usuelle. Comme il aisé de voir, le compactifié d’Alexandroff de
X est un compact d’Eberlein.
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De méme le compact lexicographique [0, 1], n > 1, est co-Namioka.

Deville montre dans [Dev] que pour tout ordinal u le compact [0, u] est
co-Namioka. Nous allons donner ici une démonstration de ce résultat qui utilise
les jeux topologiques.

Théoreme 1.4. Pour tout ordinal u, le compact [0, u] est co-Namioka.

Preuve. (Par récurrence sur 4 > w.) Puisque [0, w] est métrisable, pour u =
w le résultat est établi. Soit u > w. On suppose que pour tout a < u le
compact [0, a] est co-Namioka.

Soit f: B x [0, u] — Z une application séparément continue. Soit ¢ > 0 et
O C B un ouvert non vide. Il existe un ouvert nonvide UCO et w<a<yu
tels que I'on ait d(f(b, x), f(b,y)) < ¢ pour tout b € U et pour tous x,
y € [a, u]. En effet, dans le cas contraire on construit une stratégie ¢ pour
B dans le jeu de Choquet sur O telle que durant une partie (V,) compatible
avec o, le joueur B construit en méme temps une suite (b,) C O et une suite
croissante (a,) C [w, u[, assujetties au conditions suivantes:

0(2)=0,
by € Vyetd(f(bu, an), f(bn, ant1)) > €/2,
oV, ..., Va)={beVu/d(f(b, an), f(bn, an)) < &/6}
ﬂ{b € V;,/d(f(b, an+l)a f(bna an+l)) <3/6}°

Si maintenant (7},) est un jeu pour a gagnant contre o, on fixe b € NV, et
a < sup, o, telsque d(f(b, x), f(b,y)) <&/6 pourtous x, y € [a, sup, an].
En considérant n tel que a, > a, et en utilisant le fait que b € V,,, on trouve
une contradiction avec le fait que d(f(b,, an), f(bn, ant1)) > ¢€/2.

Soit Q C U un ouvert non vide tel que I'on ait d(f(b, x), f(b', X)) < ¢
pour tous b, b’ € Q et pour tout x € [0, a] (rappelons que par hypothése
[0, a] est co-Namioka). On vérifie que pour tout b € Q et pour tout x € [0, u]
l'oscillation de f en (b, x) est inférieure a 3¢ (pour cela on envisage le cas
x€[0,a] etlecas x €]a, u]). O

Un compact de Corson est J(A)- a-favorable (car c’est un compact de Val-
divia). En fait, pour un tel compact Y, il existe un stratégie gagnante pour «
qui donne pour parties denses des ouverts de Y x Y (plus exactement ¥ x Y,
voir [Gr]). Convenons d’appeler un tel espace fortement J(A)-a-favorable.
Pour un compact fortement J(A)- a-favorable on a la propriété suivante.

Proposition 1.5. Soit Y un compact fortement 3I(A)- a-favorable. Soit f: B x
Y — Z une application telle que pour tout b € B :
(1) lapplication f(b,-): Y — Z est continue,
(2) l’ensemble C, des x € Y tel que f(-, x): B — Z est continue en b,
est dense dans Y .

Alors, il existe un résiduel A de B tel que [ soit continue en tout point de
AxY.

Preuve. Soit O un ouvert non vide de B et ¢ > 0. Pour tout b € B posons
Wy, = {(x,y) € YxY/d(f(b,x), f(b,y)) < ¢}; montrons qu’il existe un
ouvert non vide U C O et un voisinage W de la diagonale de Y x Y tels que
W c W, pour tout b € U. Supposons le contraire. Soit ¢ = (g, g;) une
stratégie fortement gagnante pour « dans J(A) (i.e., les parties denses données
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par g, sont aussi des ouvertsde Y x Y), et soit (xg, yg) € 01(@) Na2(@) . Soit
7 la stratégie pour S dans le jeu de Choquet sur O définie par: 7(2) = O, et
au n-eéme coup quand a joue V,_;, B choisit b, € V,,_; et

(Xn, yn) € 01((X0, ¥0)» -+ » (Xn—1> Yn-1))
Noa((X0, Y0)5 -+ s (Xn=1, ¥n=1)) N (Cp, x Cp,)

tels que d(f(bn, Xn), f(bn, yn)) > €. Ce choix de (x,, yn) est possible car
f(bn, +) est continue et a2((xo, Y0), ---» (Xn—1, Yn—1)) e€st un ouvert (dense).
Ensuite, B joue I'ouvert 7(V,, ..., V,) donné par I'intérieur de

{b € I/;l—l/d(f(b’ Xn), Sf(bn, xn)) < 8/3}
N{b e Vo_1/d(f(b, yn), f(bn, yn)) < &/3}.

En utilisant le fait que O est un espace de Baire et que o est gagnante on
trouve une contradiction.

Fixons U et W vérifiant la condition ci-dessus. Soit W) un voisinage
symétrique de la diagonale de Y x Y tel que Wy oW, C W. Soit b € U et
x €Y, etsoit xog € Wi[x]NCy; posons V, = {b' € U/d(f(b, x0), f(]', X0)) <
e} . Pour tout (b', y) € V, x Wi[x] ona

d(f(d',y), (f(b, x)) <d(f(b', ), f(b', x0)) +d(f(V', x0), f(b, X0))
+d(f(b, x0), f(b, x)) < 3e.
L’oscillation de f en (b, x) est donc inférieure a8 6¢. O

11 est facile de donner un exemple montrant que les compacts co-Namioka ne
possédent pas tous la propriété de la Proposition 1.5. Pour tout espace de Baire
B complétement régulier et sans point isolé, le compact de Valdivia [0, 1]8 est
un tel compact. Voici un autre exemple: soit B = {0, 1}*, Y = {0, 1}? et
f:BxY — {0, 1} I'application définie par f(x, ¢) = ¢(x). On munit X et
Y de la topologie produit (avec {0, 1} discret). Le compact Y est de Valdivia,
donc co-Namioka. Pour tout b € B I'application f(b, -) est continue et f n’a
aucun point de continuité. Soit b € B; montrons que C, est dense dans Y .
Soit x;,..., X, € B et p €Y. Pourtout 1 < i < n soit k; € w tel que
b(k;) # xi(k:) (quand un tel élément existe). Soit F = {k;, ..., kn}, et soit
9o € Y un élément vérifiant ¢o(y) = ¢(b) si y coincide avec b sur F, et
@o(x;) = ¢(x;) pourtout 1 <i<n.Ona ¢y€ C,, donc C, est dense dans
Y.

Remarque 1.6. Signalons que diverses variantes de la Proposition 1.5 ont été
obtenues par le passé dans le cas particulier ou le facteur compact Y est
métrisable (cf. par exemple [F, T-H, T]).

2. STABILITE POUR LE PRODUIT

Dans cette section nous donnons des conditions suffisantes pour qu’un pro-
duit de co-Namioka soit encore un co-Namioka.

Théoreme 2.1. Soit Y un compact co-Namioka. Pour tout compact X 3(A)-a-
favorable, le compact produit X x Y est co-Namioka.

Preuve. Soit f: Bx (X xY) — Z une application séparément continue relative-
menta B eta XxY (ou B estun espace de Baire et Z est un espace métrique).
Soit ¢ > 0 et soit O un ouvert non vide de B, il s’agit de trouver b € O tel
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que l'oscillation de f soit inférieure a ¢ en tout point (b, x, y) € {b}x X x Y.
Pour tout b € O posons

Wy={(x,x) e X xX/d(f(b, x,y), f(b, x",y))<e/4VyeY}.

Fait 1. Pour tout b € B, W), est un voisinage de la diagonale de X x X. En
effet, soit x € X. Pour tout y € Y, soit U, un voisinage de x dans X et V)
un voisinage de y dans Y tels que 'on ait d(f(b, x,y), f(b,Xx',y')) <¢/8
pour tout (x’,y’) € U, x V. En choisissant y;,...,y, € Y telsque Y =
Ui<i<n Vy: etenposant U =), .;<, Uy, , on vérifie que U x U C W},.

Fait 2. 1l existe un ouvert non vide U C O et un voisinage W de la diagonale
de X x X tels que 'on ait W C W), pourtout b € U.

En effet, supposons le contraire et montrons que O n’est pas un espace de
Baire. Pour cela on va construire une stratégie gagnante 7 pour le joueur f
dans le jeu de Choquet sur O. Soit (g, 03) une stratégie gagnante pour a dans
le jeu J(A) sur X, ou o; donne les voisinages de la diagonale de X x X et o
donne les parties denses. On pose 7(2@) = O eton fixe (xp, X;) € 01(2)N02(2).
Au (n + 1)-eme coup quand o joue V,, B choisit b,y € V) (Xps1, X,,4) €

o1((X0, Xg) 5 -+ 5 (Xn, X)) NO2((X05 X0) 5 -+ 5 (Xn, Xp)) €t Ynyy € Y tels que
d(f(bn+l s Xn+ls yn+l)a f(bn+l ) X;H-] ’ yn+l)) > 6/43
et répond a (Vp, ..., V) en jouant 'ouvert de O donné par

T(Vb, ceey V;l) = {b € Vn/d(f(b> Xn+1 yn+l), f(bn+1 s Xn+1s .Vn+l)) < 8/12}
N{b € Va/d(f(b, Xpi1s Ynt1)> [(Bnt1s Xpiy» Yna1)) < €/12}.

Supposons que o gagne contre cette stratégie. Il existe alors un jeu (V,) pour
a compatible avec 7 tel que (\V, # @. Soit b € (V,, et soit n > 1 un entier
tel que d(f(b, x»,y), f(b, x,,¥)) <¢&/12 pour tout y € Y (on utilise le Fait
1 et le fait que la stratégie (o,, g2) soit gagnante pour a dans le jeu J(A) sur
X) . On obtient alors

d(f(bn;xn,yn):f(bn’x:n}"n)) <d(f(bn, Xn, Yn), f(b, Xn > Yn))
+d(f(b, Xn, yn), f(b, Xn, ¥n))
+d(f(b, x5 Yn)s f(bn, Xy, Yn))
<ef4d,

ce qui est absurde. O n’est donc pas un espace de Baire, ce qui est 2 nouveau
absurde. Ceci établit le Fait 2.

Fixons un ouvert non vide U C O et un voisinage ouvert W de la diagonale
de XxX telsque W C W, pourtout b € U (Fait 2). Soit x;, ..., x, € X tels
que X =J,<;<m WIxi]. En considérant les applications séparément continues
fiirBxY - Z,i=1,...,m, définies par fi(b,y) = f(b, xi,y), et en
utilisant le fait que Y est co-Namioka, on trouve un ouvert non vide Q c U
tel que pour tous b, b’ € Q et pour tout y € Y, on ait

difb, xi,y), f(b', xi, y)) <¢€/4, i=1,...,m.

Soit b € Q; montrons que pour tout (x,y) € X x Y loscillation de f en
(b, x, y) est inférieure a2 2¢. Soit (x,y) € X x Y etsoit 1 <i < m tel que
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x € W[x;]. Pour voisinage de b on prend Q et pour voisinage de (x, y) on
prend

V=WxlxY)n{(x',y)e X xY/d(f(b,x", ), f(b, x,y)) <&/4}.
Pour tout (', x’',y')eQxV,ona

a(fd’, x',y"), f(b, x,y) <d(f(b', x',y"), f(b', xi, ¥"))
+d(f(b', xi, "), f(b, xi,¥"))
+d(f(b, xi,y'), f(b, x,¥"))
+d(f(b,x,y"), f(b, x,¥))
<e¢. O

Le résultat précédant permet bien sir de retrouver le fait que les compacts
J(A)-favorables sont co-Namioka.

Théoreme 2.2. Soit (X;)ic; une famille de compacts telle que pour tout J C I
fini le produit ];c; X; soit co-Namioka. Alors le compact produit ];c; X; est
co-Namioka.

Preuve. Pour tout J C I on note p; la projection de [[;c, X; sur [];c; X:.
Soit f: B x [];c; Xi = Z une application séparément continue. Soit & > 0 et
O C B un ouvert non vide. Il existe un ouvert non vide U C O et une partie
finie J de I, tels que pour tout b € U et pour tous x, y € [];; X; vérifiant
ps(x)=ps(y),onait d(f(b, x), f(b,y)) < e. En effet, dans le cas contraire
on considére la stratégie ¢ pour S dans le jeu de Choquet sur O qui donne
aussi une suite (J,) de parties finies de / deux a deux disjointes et une suite
((xn, yn)) d’éléments de [];c; X;, définie de la facon suivante: (@) = O, et
quand «a joue V,, B choisit b, € V,, une partie finie J, de I disjointe de
Uicn Ji» €t Xn, yn € [lic; Xi tels que pi(x,) = pi(yn) pour tout i € I\J, et
d(f(bn, Xn), f(bn,yn)) >¢€/2; B joue ensuite 'ouvert non vide donné par

G(Vb""’ I/n)={b€ Vn/d(f(b’xn)’ f(bn,xn))<8/6}
n{be V,,/d(f(b, Vn)s f(bn, yn)) <¢/6}.

Soit (V) un jeu pour a gagnant contre cette stratégie, et soit b € [V, . Soit
J c I, J fini, tel que pour tous x, y € [[;c; X; vérifiant p;(x) = p;(y) on
ait d(f(b, x), f(b,y)) < ¢/6 (voir [E]). En considérant un entier n tel que
JNJ, =2, et en utilisant I'inégalité triangulaire, on obtient une contradiction
avec le fait que d(f(bn, xn), f(bn, yu)) > €. Par conséquent J et U existent.

Fixons a € [[;.; Xi. En utilisant le fait que [],.; X; soit co-Namioka on
choisit un ouvert non vide Q c U tel que I’on ait

d(f(b,x), f(b', %)) <e

pour tous b, b’ € Q et pour tout x € [[;c; X;, ol X est I’élément de [],c; X;
défini par p;(X) = p;j(x) et pps(X) = pps(a). Soit b € Q et x € [[;¢; Xis
montrons que 'oscillation de f en (b, x) est inférieure a 8¢. Posons V, =
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{x" € [lie; Xi/d(f(b, x), f(b, x")) < &}. Pour tout (b', x') € Qx V; ona

d(f(b', x'), f(b, x)) <d(f(b', x), f(V', X))
+d(f(b', X7), f(b, X))
+d(f(b, x"), f(b, x))
+d(f(b, x), f(b, x))

<4e. O

3. LIEN ENTRE S (B, X, R) ET #/ (B, X, Z)

La définition d’un co-Namioka adoptée ici differe, a priori, de celle adoptée
dans [M-N]. La proposition suivante implique I’équivalence de ces deux défini-
tions.

Proposition 3.1. Pour tout espace de Baire B et tout compact X , les conditions
suivantes sont équivalentes:

(1) #(B, X, R),

(2) #/(B, X, Z) pour tout espace métrique Z .
Preuve. 11 est évident que (2) implique (1); montrons que (1) implique (2).
Supposons que I’on ait #(B, X, R). Soit Z un espace métrique et f: B x
X — Z une application séparément continue. Soit O C B un ouvert non vide
et ¢ > 0. Il existe un ouvert non vide U C O et une partie finie {x;, ..., x,}
de X vérifiant la condition suivante:

pourtousbe Uetx e X, ilexistel <i<n

tel que d(f(b, x), f(b, xi)) <e.
Supposons le contraire et considérons alors la stratégie ¢ pour § dans le jeu de
Choquet sur O définie de la fagon suivante. f commence par jouer g(2) = O
et fixe xo € X. Au n-éme coup, quand «a joue V,_,, B choisit b, € V,_; et
Xn € X tels que

d(f(bn, xn), f(bn, xi)) > € pourtout 0<i<n,
et joue I'ouvert non vide donné par
Vo, ... Va1) = ({b € Vau1/d(f(b, x), f(bn, xi)) < £/3}.
i<n

Soit (¥,) un jeu gagnant pour a contre cette stratégie, et soit b € V.
Comme X est compact le sous-espace {f(b, x;)/i € w} de Z est précompact;
par conséquent il existe deux entiers m et n, avec m > n, tels que
d(f(b, xn), f(b, xm)) < €/3. Pour de tels entiers on obtient

d(f(bm, Xn), [(bm, Xm)) < d(f(bm, xn), f(b, Xn))
+d(f(b, xu), f(b, Xm))
+d(f(b, Xm), f(bm s Xm))
<§¢,

ce qui est absurde.
Soit Q c U un ouvert non vide tel que ’on ait

ld(f(b, x), f(b, x)) —d(f(¥', x), f(b', xi))| <&
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pour tous b, b’ € Q, pour tout x € X et pour tout 1 < i < n. On obtient
Q en utilisant /' (B, X, R). Soit (b, x) € Q x X ; montrons, pour conclure,
que l'oscillation de f en (b, x) est inférieure a 6¢. Soit 1 < i < n tel que
d(f(b, x), f(b, xi)) < ¢&; posons

Up={b' €Q/d(f(b, xi), (b, x:)) < &}
et

Ve={x"e X/d(f(b,x), f(b, xi)) <¢&}.
Pour tout (', x') € Ug x V;,on a

d(ft', x'), f(b, xi)) <d(f(b', x), (', xi)) +d(f(V', x:), f(b, xi))
< |d(f(b,’ X’), f(bl’ X,‘)) —d(f(ba xl)a f(b’ X,‘))I
+d(f(b,xl)’ f(ba xi))+£
<3. O

Remarques 3.2. (1) Signalons que Christensen dans [C] montre que si B est tel
que I'on ait .#'(B, X, R) pour tout compact X , alorsona ./ (B, X, Z) pour
tout compact X et pour tout espace métrique Z .

(2) En utilisant des arguments analogues a ceux employés dans la preuve de
la Proposition 3.1 (ou encore, en s’appuyant sur 2.1 et en suivant la méthode
de [C]), on peut montrer que si B est un espace de Baire et X un compact
tels que ’on ait ./ (B, X, {0, 1}), alorson a /' (B, X, Z) pour tout espace
métrique (Z, d) tel que d(x, z) <max(d(x,y),d(y, z)).

(3) Un autre probleme intéressant est celui de la stabilité de la classe des com-
pacts co-Namioka par passage aux sous-espaces fermés. Le fait que tout cube
[0, 1] soit co-Namioka, montre que ce probleme est le méme que cleui de la
caractérisation des compacts co-Namioka. L’existence d’'un compact non co-
Namioka (voir [M-N]), montre donc qu’en général on n’a pas cette stabilité.
D’autre part, il est facile de voir que tout retract d’'un co-Namioka est co-
Namioka (cela résulte du fait qu’on a stabilité par image continue). Soit Y
un compact et soit C,(Y) I’espace obtenu en munissant C(Y) de la topologie
de la convergence simple. Suivant [Ar], on dit qu’un sous-espace fermé F de

Y est t-plongeable dans Y (et on note F - Y), s’il existe une application
continue ¢: C,(F) — Co(Y) telle que ¢(f)r = f pour tout f € C(F). La

. . . . . t
encore, il est facile de voir que si Y est co-Namioka et F C Y, alors F est
co-Namioka. En fait, on peut démontrer le résultat suivant.

Proposition. Soit F un sous-espace fermé d’un co-Namioka Y . Supposons qu’il
existe une suite d’applications continues ¢,: Cp(F) — Cp(Y) (n € w) telle que
pour pour tout € >0 et pour tout f € C(F) il existe n € w vérifiant

sup|g.(f)(x) - f(x)] <e.
xX€F

Alors F est co-Namioka.

Preuve. On reprend les notations du début de la preuve du Théoréeme 1.1. En
utilisant le fait que O est un espace de Baire, on fixe un ouvert non vide U C O
et n € w tels que 'on ait sup,cr |@a(fp)(x) — fo(x)] < & pour tout b € U.
(On note f, l'application f(b,-).) Comme Y est co-Namioka, on peut fixer
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un ouvert non vide Q c U tel que 'on ait sup,cy |¢9a(f3)(V) — @a(fo) (W) < &
pour tous b, b’ € Q. On vérifie alors que pour tout b € Q et pour tout x € F
’oscillation de f en (b, x) est inférieure 2 4¢. O

(4) Pour que le produit de deux compacts co-Namioka soit co-Namioka, il
suffit d’apres le Théoreme 2.1 que I'un d’eux soit J(A)- a-favorable. Nous ne
savons pas si I’on peut se passer de cette condition.
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